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Exercice 1 [4 points]

3
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = s eta € ]0; +oo].

1. a. Déterminer le taux d’accroissement de f entreaeta+h,h # 0eta+ h > 0.
b. En déduire f'(a).

2. On souhaite retrouver f’'(a) par une autre méthode.
a. Déterminer f'(x)oux € ]0; +oo[.
b. En déduire f'(a).

Exercice 2 [5 points] (un grand classique)

Pour réaliser une boite ayant la forme d’un parallélépipede rectangle on dispose d’une
feuille cartonnée rigide de dimensions 15 cm par 8 cm : on découpe aux quatre coins de
cette feuille quatre carrés identiques puis on replie le carton suivant les segments [ AB ],

[BC], [CD] et [DA], on note x la longueur en cm du coté des carrés découpés :
x

-

1. Justifierque: 0 < x < 4.
2. Montrer que le volume V(x) de la boite en cm3 s’exprime, pour tout x € [0; 4], par :

V(x) = 4x3 — 46x% + 120x

3. Calculer V'(x), en déduire les variations de la fonction V sur I'intervalle [0; 4].

4. Pour quelles dimensions de la boite, longueur, largeur et hauteur, son volume est-il
maximal ? On donnera les valeurs exactes puis arrondies a 0,1 cm.
Quel est le volume maximal ? On donnera la valeur exacte puis arrondie a 0,1 cm3.

Exercice 3 [4 points] (un grand classique)

Pour tout réel x, on pose f(x) = x3 — 4x* + 2x + 3.

On note Cf la courbe représentative de f dans un repere orthogonal du plan et A le point
de Cr d’abscisse 2. On admet que f est dérivable sur R.

1. Déterminer f'(x).
2. Determiner I'équation réduite de la tangente T a Cr en A.

3. Determiner les coordonnées du point B appartenant a Cy et distinct de 4, en lequel la
tangente est parallelea T.



Exercice 4 [4 points] (un grand classique)
On admet que, pour tous réels a et b,ona:

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
1. Montrer que, pour tout réel x, on a : cos(2x) = cos?(x) — sin®(x).
2. En déduire que, pour tout réel x,on a :
1 + cos(2x)

2 —
cos“(x) = >

T
3. Donner la valeur exacte de cos (g)

Exercice 5 [3 points] (un grand classique)

On considére une fonction f définie sur R par f(x) = ax3 + bx* + cx + d, on note Cr la
courbe représentative de f dans un repere orthogonal du plan et on donne A(0;0), B(6; 1)
et C(2; 3).

On précise que les points A et B appartiennent a Cr et que les tangentesa Cr en Aet B
sont respectivement les droites (AC) et (BC) :

v A /)

1. Justifierque d = 0.

Déterminer les coefficients a, b et c.

3. Determiner les abscisses des points de Cr en lesquels |a tangente est parallele a I'axe
des abscisses (tangente « horizontale »).

N
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Exercice 1

3
Soit f la fonction définie sur ]10; +oo[ par: f(x) = S eta€ ]0;+o].

1. a. Déterminer le taux d’accroissementde fentreaeta+ h,h # 0eta+ h > 0.
Ona:

3 3
f(a)—aetf(a+h)—a+h
donc:
3 3 3a 3(a+h) 3a-—3(a+h)
fla+h)—f(@) g¥hR o _a(ath) ala+h) ~—ala+h) 3a—3a-3h 1

n h n n T~ Ta@+h) "k
~ —3hx1 -3
“ala+h)xh a(a+h)
Onadonc:

fla+h)—f(a) -3
h "~ a(a+h)

b. Endéduire f'(a).
f(a+h)—f(a)_1. -3 -3
h “hoa(a+h) @t

f'(a) & }lll’)r(l)

Conclusion :

! a) = —
fl@==;
On souhaite retrouver par une autre méthode f'(a).

a. Déterminer f'(x), x # 0.

3
f(X) B ; I} l l
Rappel : (%) _Lvr-rve vv—zv ¢
F1x) = 0(x) —21(3)

-3
f’(x) = ?

b. Endéduire f'(a).
En remplagant x par a dans f'(x), on obtient :
) -3
f'(a) = oz

On retrouve bien le résultat obtenu par la premiére méthode.

Exercice 2

15 cm par 8 cm , on note x la longueur en cm du coté des carrés découpés :
X

-




1.

Justifierque: 0 < x < 4.
D’une part : x est une distance donc x > 0. D’autre partona AB > 0 et AD > 0 donc:

15
15—-2x>0 15 > 2x x < =
x <75
= S 8=)x<4 x4
8—2x>0 8 > 2x x<§ =

On asimultanément: 0 < xetx < 4cequirevientadire:0 < x < 4.

Montrer que pour tout x € [0;4], V(x) = 4x3 — 46x% + 120x.

Le volume d’un parallélépipéde rectangle est : V = aire d'une base X hauteur,

donc:
V(x) = (15-2x)(8 — 2x)x = (120 — 30x — 16x + 4x?)x = x(4x% — 46x + 120)
= 4x3 — 46x% + 120x

On a donc bien, pour tout x € [0; 4], V(x) = 4x3 — 46x% + 120x.

Calculer V'(x), en déduire les variations de la fonction V sur I'intervalle [0; 4].
Pourtout x € [0;4],V(x) = 4x3 — 46x?% + 120x.
Les formules de dérivation donnent immédiatement : Vx € [0;4] : V'(x) = 4 X 3x%2 — 46 X 2x + 120
c’est-a-dire : V' (x) = 12x% — 92x + 120.
12x% — 92x + 120 est de la forme ax? + bx + caveca = 12, b = —92 et ¢ = 120, de discriminant :
A=(-92)? —-4(12)(120) = 2 704
A > 0 donc I'expression 12x% — 92x + 120 admet deux racines réelles distinctes :
—b—+vA +92-+2704 92-52 5

ET. T T 202) 0 24 3
_—b+\/Z_+92+\/2704_92+52_144_12><12_12_6
2TT0 T 2012) 24 24 12x2 2

Rappel : « ax? + bx + c est du signe de a a 'extérieur de ses racines »
On en déduit que :

. 5 . 5
e I/'(x) est positive ou nulle sur [O; E] ,donc: V est croissante sur [O; E]

. 5 L. 5
e I/'(x) est négative ou nulle sur [E; 4] ,donc : V est décroissante sur [5; 4]
Pour quelles dimensions de la boite, longueur et largeur, son volume est-il maximal ?
Donner la valeur exacte du volume maximal puis 'arrondi a 0, 1 cm?3.

L’étude des variation de V sur [0; 4] montre que IV admet un maximum absolu sur cet intervalle

5
atteint pour x =g, or:

v(2)= o -16(3) +120(3) = 22
3) =43 3 3/ 27

5
cm? donc environ 90, 7 cm3, atteint pour x = 3

donc le volume maximal est
Lorsque le volume maximal est atteint :
_ 45 10 _ 35

. 5
-IaIongueurLdeIab0|teest,encm:L=15—2x§—?—? ’y

35
= ? cm donc environ 11,7 cm

. 5
e lalargeur £ de la bmteestalors,encm:{’=8—2><§=———=—

14
= ? cm donc environ 4,7 cm

5
¢ |la hauteur h de la boite est alors: h = 5 cm donc environ 1,7 cm.



Exercice 3
Pour tout réel x, on pose f(x) = x3 — 4x* + 2x + 3. On note Cy la courbe représentative de f dans un
repére orthogonal du plan et A le point de C; d’abscisse 2. On admet que f est dérivable sur R.

1. Déterminer f'(x).
fx)=x3—4x2+2x+3
Les formules de dérivation donnent :
f'(x) =3x*—4Xx2x+2
f'(x) =3x*—8x+2
Conclusion: Vx € R, f'(x) = 3x* — 8x + 2.

2. Déterminer I'équation réduite de la tangente T a Cy en A.

La tangente a Cr au point d’abscisse a admet pour équation y = f'(a)(x — a) + f(a) (cours),
Poura = 2 on obtient: y = f'(2)(x — 2) + f(2).
Or,
F1(2)=3(2)2-8(2)+2=3x4-16+2=12—14= -2
fQR)=x3—4x2+2x+3=(2)3-412)*+2(2)+3=8-16+4+3=15-16= -1
Donc T admet pour équation :

y=-2(x-2)+(-1)

y=-2x+4-1

y=-2x+3

Conclusion : I'équation réduitede T est y = —2x + 3.

3. Déterminer les coordonnées de B € Cy et distinct de 4, en lequel la tangente est paralléle a T.
Deux droites non paralléles a I’axe des ordonnées sont paralléles si et seulement si elles ont méme
coefficient directeur ; or, le coefficient directeur d’une tangente est le nombre dérivé de I'abscisse du
point correspondant de la courbe, et comme le coefficient directeur de Test —2 il s’agit de résoudre
dans R \ {2} I'équation : f'(x) = —2.

Pourtout x € R, f'(x) = 3x* — 8x + 2, donc il faut résoudre dans R \ {2} : 3x* — 8x + 2 = —2,

autrement dit : 3x> — 8x + 4 = 0.

3x% — 8x + 4 est de la forme ax? + bx + caveca = 3, b = —8 et ¢ = 4, de discriminant :
A=b*—4ac=(—-8)>—-4(3)(4) =64—48=16

A > 0 donc 3x? — 8x + 4 admet deux racines réelles distinctes :

—b—VA +8-+16 8-4 4 2
15T T 28 T 6 6 3
—b+VA +8++16 8+4 12
2= T 23 6 6

2
Or,x, = 2donc: xp =gpuis:
2

s s (-G 1) ()27

B(Z 77)
3’27

Finalement :

Exercice 4
On admet que, pour tous réels a et b, on a: cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

1. Montrer que, pour tout réel x, on a : cos(2x) = cos?(x) — sin?(x).
Soit x € R, on a: cos(2x) = cos(x + x) = cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x) = cos?(x) — sin?(x)

Conclusion : Vx € R, cos(2x) = cos?(x) — sin?(x).



L i 2 1+cos(2x)
2. Endéduire que, pour tout réel x,ona : cos“(x) =———

Soit x € R, on a: cos(2x) = cos?(x) — sin*(x) = cos?*(x) — (1 — cos?(x)) = 2 cos?(x) — 1.
Résumons : cos(2x) = 2 cos?(x) — 1.

1+cos(2x
On en déduit : 2 cos?(x) = cos(2x) + 1, puis : cos®(x) = %
Conclusion :
1+ cos(2x
Vx € R, cos*(x) = %

X . N . s . T
3. AVlaide de la formule obtenue a la question 2. déterminer la valeur exact de cos (E)'

Vs
six = g la formule précédente donne :

1+cos(2x%) 1+ cos(% 1+Q 2+2
) D) 1) 10 F e
donc:
cos(Z) = 22 o cos(B) = - P22

Or, une lecture graphique sur le cercle trigonométriqgue montre que cos (g) > (0 donc:

T 242 J24V2 V2442
cos(—)= = =

8 4 Va4 2
Finalement :
cos (%) = V2 +V2
8 2
Exercice 5

f définie sur R par f(x) = ax® + bx* + cx + d, on note Cr la courbe représentative de f dans un
repére orthogonal du plan et on donne A(0; 0), B(6; 1) et C(2; 3), les points A et B appartiennent a C¢
et les tangentes a Cr en A et B sont respectivement les droites (AC) et (BC) :

1. Justifierqued = 0.
f(0)=f(x4) =y4=0,0r f(0) =a(0)®+ b(0)2+c(0) +d =ddoncd = 0.

2. Déterminer les coefficients a, b et c.
Remarquons d’abord que d étant égal a 0 on a, pour tout réel x : f(x) = ax3 + bx? + cx.



- . Ye—Ya 3—0 3
! = A = = = —
f'(0) = coefficient directeur de (AC) Yo —x, 2-0 2

3
or, f'(x) = 3ax* + 2bx + ¢ donc f'(0) = ¢,d’ol ¢ = E

3
f(x) = ax® + bx® +ox

3
f'(x) = 3ax? + 2bx +§

B(6;1) € C donc f(6) =1, or f(6) = a(6)® + b(6)* + %(6) = 216a+ 36b +9
donc:216a + 36b + 9 = 1, c'est-a-dire : 216a + 36b = —8, puis en divisant chaque membre par 4 :
54a +9b = -2

— Y8 _ 3—1 2 1

f'(6) = coefficient directeur de (BC) = zz —x =776 = =3

or, £'(6) = 3a(6)? + 2b(6) +§ donc :

3 1
108a+12b+§=—§=} 108a + 12b = -2 & 54a+ 6b = -1

On obtient donc le systéeme :

54a+9b = -2 54a+9( )
b

54a +9b = -2 54a +9b = -2
1
{Ma+%=—1®{ %:—1@{ b_—§@ 1
-3
1
54 -3 =-2 54q = a=—
o le le 54
b=-3 b==3 |p=_1
3
Finalement :
= 1 b = 1 —3 d=0
=54 P = 737247
. On a, pour tout réel x :
1 1 3
_ .2
f(x)—54x 3x +2x
Donc, pour tout réel x :
D) 3 1 5 3
—_X — — —
f'(x x? 3>< x+2
D) 1 2 +3
f1x) =1gx* —3x+;

La tangente est horizontale (parallele a I'axe des abscisses) si et seulement si son coefficient directeur

estnul:ils agit donc de résoudre dans R I'équation f'(x) = 0.

1 2 . , , , 1 ., 2 , 3 o
1—8x —§x+—estdelaformeax +b'x+c =0aveca =1— b =—§etc =E,ded|scr|m|nant:

s=p—aae =(-2) -a(5) 5) -
= e ={"3 18/\2) T 9

1 2 3 ) o
A > 0 donc s x2— 3 x + > admet deux racines réelles distinctes :

1 1
-b'—vJa tz3—3 3 1 9
x1= = =—=—X—_3
2a’ Z(L) l 3 1
18 9
2 1
o TYEE_FEY3_ 1 9
2T 2a _ZCL)_l_ 1
18 9

Conclusion
Il'y a exactement deux points de C; en lesquels la tangente est horizontale, leurs abscisses sont

respectivement égales a 3 et 9.



